Методические рекомендации к лабораторным/практическим работам
· Комплексы и точные последовательности: Вычисление ядер, коядер, проверка точности в члене, построение длинных точных последовательностей.
· Свободные и проективные резольвенты: Построение минимальных резольвент для модулей над конкретными кольцами (например, \(R = K[x, y]\) или \(R = \mathbb{Z} / n\mathbb{Z}\)).
· Вычисление функтора Ext: Расчет групп расширений \(\text{Ext}^n_R(A, B)\), классификация расширений модулей.
· Вычисление функтора Tor: Расчет кручений \(\text{Tor}_n^R(A, B)\), проверка плоских модулей.
· Спектральные последовательности: Применение последовательности Серра или Хохшильда-Серра для вычисления гомологий сложных объектов.
Алгоритмы и схемы решения типовых задач
А. Вычисление гомологий комплекса
При выполнении работы по расчету гомологий \(H_n(C_\bullet)\) студенты должны строго следовать схеме:
1. Матричная запись: Записать дифференциалы \(d_n: C_n \to C_{n-1}\) в виде матриц (если модули конечно порождены).
2. Проверка условия комплекса: Убедиться, что произведение матриц \(d_n \cdot d_{n+1} = 0\).
3. Нахождение ядра: Решить однородную систему уравнений \(d_n \cdot x = 0\), определив \(\text{Ker}(d_n)\).
4. Нахождение образа: Найти базис пространства столбцов матрицы \(d_{n+1}\), определив \(\text{Im}(d_{n+1})\).
5. Факторизация: Построить фактор-модуль \(H_n(C_\bullet) = \text{Ker}(d_n) / \text{Im}(d_{n+1})\).
Б. Построение резольвенты (метод «убийства» элементов)
Для вычисления функторов \(\text{Ext}\) и \(\text{Tor}\) требуется построить проективную резольвенту модуля \(A\):
\(\dots \xrightarrow{d_{2}}P_{1}\xrightarrow{d_{1}}P_{0}\xrightarrow{\epsilon }A\rightarrow 0\)
· Шаг 1: Выбрать свободный модуль \(P_{0}\), порожденный образующими модуля \(A\), и задать сюръекцию \(\epsilon \).
· Шаг 2: Найти образующие элементарного ядра \(\text{Ker}(\epsilon)\).
· Шаг 3: Построить свободный модуль \(P_{1}\), отображающийся на этот \(\text{Ker}(\epsilon)\), формируя дифференциал \(d_{1}\). Повторить процедуру для следующих шагов.




Примеры лабораторных заданий
	Тема
	Типовое задание
	Цель работы

	Резольвенты
	Построить свободную резольвенту для \(\mathbb{Z}\)-модуля \(\mathbb{Z}_{n}\).
	Освоить периодические резольвенты.

	Funk_Ext
	Вычислить \(\text{Ext}^i_{\mathbb{Z}}(\mathbb{Z}_m, \mathbb{Z}_n)\) для всех \(i \ge 0\).
	Понять связь Ext с кручением и порядком групп.

	Funk_Tor
	Вычислить \(\text{Tor}_i^{\mathbb{Z}}(\mathbb{Z}_m, \mathbb{Z}_n)\) для произвольных \(m, n\).
	Научиться применять резольвенты к тензорным произведениям.

	Диаграммы
	Доказать Змеевидную лемму (Snake Lemma) методом «погони за элементами».
	Развить навык работы с коммутативными диаграммами.



